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Le probleme des taches couplées a été introduit par Shapiro en 1980 pour I'ordonnancement des
opérations d’un radar [10]. Le radar émet un signal qui est transmis a une cible puis renvoyé au
radar qui doit le réceptionner. Ainsi, le radar doit exécuter deux opérations par tache (émission et
réception) et ces opérations sont séparées par une durée fixe. Le probleme d’ordonnancement des
taches couplées est alors d’exécuter des taches sur une unique machine (le radar), chaque tache j
étant composée de deux opérations de longueurs a; et b; séparées par exactement L; unités de temps.
L’objectif est de minimiser le temps total pour terminer toutes les taches dans le cas non cyclique
(pour un nombre fixé de taches couplées) ou le taux de production dans le cas cyclique (nombre de
taches infini).

Le probleme des taches couplées appartient a la classe plus large des problemes d’ordonnancement
de taches multi-opérations ou les opérations consécutives sont séparées par un certain intervalle de
temps. Dans les environnements manufacturiers, le temps qui doit séparer deux opérations (délai)
admet généralement un borne inférieure (voir par exemple [8]). Nous allons ici considérer uniquement
des taches couplées avec un intervalle de durée fixée séparant leurs deux opérations, comme cela
s’applique dans le systeme des radars. Il existe une vaste littérature sur ce sujet traitant les cas
offline et online et de nombreux algorithmes sont proposés.

Nous considérons ici le probleme des taches couplées offline ot un ensemble de taches couplées
{a;; Lj; b} doit étre ordonnancé sur un processeur unique avec la possibilité d’intercaler des taches
mais ou des opérations ne peuvent pas se chevaucher. La complexité de la minimisation du makespan
a été décrite par Orman et Potts [9]. Méme le cas de taches de durées unitaires, a; = 1, L;, b; =1
pour tout j, est NP-difficile et des algorithmes avec garantie de performances ont été développés
[1, 4]. Toutefois, le status de la complexité du probleme des taches couplées identiques (ou a; = a,
L; = L, b; = b pour tout j) est ouvert a la fois dans le cas non cyclique et dans le cas cyclique
(voir [2]). Il est & noter que la donnée de ce probléme est composée de quatre entiers (trois dans le cas
cyclique). Il s’agit donc d’un probleme d’ordonnancement dit high-multiplicity [5, 6] pour lequel méme
prouver 'appartenance a NP peut s’avérer difficile. En effet, une description d’'un ordonnancement
(en donnant les dates de démarrage de chacune des n taches) n’est pas polynomial dans la taille de
la donnée (log n +loga+log b+ log L dans notre cas). Ahr et al. [2] proposent un algorithme linéaire
en n mais exponentiel en L qui peut étre adapté pour le cas cyclique [7]. Baptiste [3] a prouvé que
pour a, b et L fixés, la solution optimale peut étre trouvée en O(logn), ce qui améliore le temps en
O(n) de [2]. La constante est toujours exponentielle en L et ne conduit & aucune solution pratique.

Afin de résoudre le cas cyclique des taches couplées identiques, nous construisons une classe par-
ticuliere £ de solutions qui admettent une représentation polynomiale en a, b et L. Une meilleure
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solution au sein de cette classe peut-étre déterminée en temps polynomial. Nous montrons que la
solution optimale de cette classe est également optimale pour le probleme général des taches couplées
identiques qui peut donc étre résolu en temps polynomial. Sans perte de généralité, on suppose que
a > b. La classe £ est composée des cycles C(a, 3) = a®*1(ba)’b* 1 (ab)”? ot a et 3 sont des solutions
réalisables du systéme de contraintes suivant :

L > aa+ B(a+b)
{E2, 1)

Soit le cycle CN = C(a™, BV, 4V) dans £ définit comme suit
(a) oV =9 €{0,1}, BN = L#bJ’ N = L—1a—(a+b) L#bJ avec 1 = 1 si L— (a+Db) L%er >a
et 1 = 0 sinon, avec ¥ < (3" + 1)(a — b) ; sinon
(b) o = EJ,BN:QWN:L—&HJ avec b > N > a —b.

Théoréme 1 Le cycle CN est optimal pour le probléme d’ordonnancement cyclique de taches couplées
identiques et ce cycle peut étre déterminé en temps polynomial.

Nous avons établi la polynomialité du cas cyclique, il reste a résoudre le probléeme pour un nombre
fini n de taches couplées identiques. Si n est tres grand, ’ordonnancement optimal devra certainement
suivre “au milieu” une configuration optimale du cas cyclique. Cependant, les parties initiales et
finales de 'ordonnancement devront certainement dépendre de n.
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