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1 Présentation du problème

Le problème du voyageur de commerce bi-containers, 2STSP, considère n colis qui sont à collecter
dans une ville A, puis à livrer dans une autre ville B. Le tour de collecte est réalisé par un véhicule
basé sur le dépôt de la ville A et qui stocke durant sa collecte les colis dans 2 containers. Ces containers
sont ensuite transportés vers la ville B où un nouveau véhicule, basé sur le dépôt de la ville, opère
la livraison. Les containers sont soumis à des contraintes LIFO “Last In First Out” qui limitent
les couples de tours compatibles : les premiers colis livrés dans la ville B doivent correspondre aux
derniers colis collectés dans la ville A. Ce problème se modélise par un couple (IA, IB) d’instances
du problème de voyageur de commerce, où Iα = (Gα, dα) et dα : E(Gα) → ℕ, ∀α ∈ {A,B}. Les
sommets des deux graphes représentent les dépôts, ainsi que les lieux de collecte et de livraison des
n colis ; on considère alors V A ≡ V B ≡ V = {0, . . . , n}, où l’indice 0 se réfère au dépôt, tandis
tout indice i de 1 à n se réfère aux lieux de collecte ou de livraison du colis i. Une solution de ce
problème est la donnée conjointe d’un couple (TA, TB) de tours sur IA, IB et d’un ordonnancement
(P 1, P 2) des colis dans les deux containers qui leur soit compatible. Précisément, P 1 = (i11, . . . , i

1
q1)

et P 2 = (i21, . . . , i
2
q2) définissent un ordonnancement valide ssi :

1. {i11, . . . , i
1
q1} ∩ {i

2
1, . . . , i

2
q2} = ∅ ∨ {i11, . . . , i

1
q1} ∪ {i

2
1, . . . , i

2
q2 = {1, . . . , n}

2. ∀j = 1, . . . , n, j est collecté (resp., livré) avant (resp., après) j′ dans TA (resp., dans TB) ssi
j est empilé avant j′ dans le même container P β pour un β ∈ {1, 2}, ou j et j′ sont empilés
dans deux containers distincts.

La valeur d’une solution (TA, TB , P 1, P 2) est la somme dA(TA) + dB(TB) des distances des deux
tournées ; une solution est optimale si elle est de distance optimale pour le sens à optimiser. Par
la suite, on se limitera le plus souvent au cas de graphes complets (Gα ≡ Kn+1, ∀α ∈ {A,B}) et
symétriques (dα(u, v) = dα(v, u), ∀(u, v) ∈ E(Gα), ∀α ∈ {A,B}). Les instances asymétriques, mé-
triques, bivaluées seront respectivement désignées par A(S)TSP, Metric(S)TSP et (S)TSP12. Enfin,
la généralisation de 2STSP à un nombre quelconque de containers sera notée STSP.

2 Approximabilité de STSP

Proposition 1 Max(A)STSP, Min(A)STSP12 ∈ APX. MaxMetricSTSP, MaxMetricASTSP ∈MaxSNP− hard.
MaxSTSP12 ∈ APX− hard.
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Figure 1 – Illustration of our algorithm for odd values of n : the stacking procedure.

Preuve : Il existe des réductions triviales de (A)STSP vers (A)TSP (cas des graphes complets) et de
(A)STSP vers (A)TSP (cas de graphes généraux). De (A)STSP vers (A)TSP, la réduction transporte
un rapport ρ sur MaxTSP, MinTSPab et MaxTSPab en un rapport ρ/2, ρ/2 + (a/2b) et ρ/2 + (b/2a)
sur MaxSTSP, MinSTSPab et MaxSTSPab, respectivement ; on en déduit que MaxSTSP, MaxMe-
tricSTSP, MinSTSP12, MaxASTSP, MaxMetricASTSP, MinASTSP12 sont respectivement 61/162
[5], 7/16-o(1) [4], 11/7 [3], 5/16 [6], 27/70 [4], 41/24 [8] standard approximables. La seconde réduc-
tion transporte à l’identique un rapport de STSP vers TSP ; on en déduit que MinSTSP n’est 2p(n+1)

approximable pour aucun polynôme p (à moins que P = NP), que MaxMetricSTSP, MaxMetri-
cASTSP (resp., Maxk(·)STSP12) sont MaxSNP-difficiles (resp., APX− hard), [2], (resp., [7]).
□

Théorème 1 MaxSTSP, MaxSTSP12 et MinSTSP12 sont respectivement 1/2, 3/4 et 3/2 approxi-
mables.

Preuve : Nous proposons un algorithme basé sur la détermination de couplages optimaux sur IA et
IB : une paire de couplages optimaux apporte conjointement l’optimalité (par comparaisonà une paire
de tours optimaux) et la réalisabilité (un couple de couplages admet toujours un ordonnancement
compatible). Notre algorithme fonctionne en 4 étape :

1. Déterminer un couple (MA,MB) de couplages optimaux sur IA et IB .

2. Déterminer les composantes connexes du multigrpahe H = (V,MA ∪MB).

3. Construire un ordonnancement P = (P 1, P 2) en considérant itérativement les composantes
connexes de H, en commençant par la composante qui contient le dépôt.

4. Déterminer le meilleur couple (TA, TB) de tours compatibles avec P (ce qui peut se faire en
temps O((n+ 1)2), [1]).

La troisième étape de l’algorithme dépend du contexte. Si n est impair (ssi |V | est pair), les
composantes connexes C1, . . . , Cp de H sont toutes de la forme Ci = {v11, . . . , v

i
qi , v

i
1}, où qi ≥ 2.

Supposons que 0 = v11 ∈ C
1, l’ordonnancement approché sera de la forme (voir Figure 1 pour une

illustration) :
P 1 =

(

(v12, . . . , v
1
t1), (v21, . . . , v

2
t2), . . . , (vp1 , . . . , v

p
tp)
)

P 2 =
(

(v1q1 , . . . , v
1
t1=1), (v2q2 , . . . , v

2
t2+1), . . . , (vpqp , . . . , v

p
tp+1)
)

Où t1 ∈ {2, . . . , q1 − 1} et ti ∈ {1, . . . , qi − 1}, ∀i = 2, · · · , p. Il est assez aisé de voir que MA

comme MB sont compatibles avec P . Si n est pair, il faut considérer une arête supplémentaire entre
deux composantes connexes de H si p ≥ 2, sur C1 sinon. Dans les deux cas, l’intuition est que le
couplage Mα apporte sur Iα “une moitié de tour optimal”, pour α ∈ {A,B}. □
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