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1 Introduction

Etant donné un graphe valué non orienté G = (V| E), un ensemble de demandes D C V x V et
deux entiers positifs k > 2 et L > 2, le probléme de conception de réseau fiable avec contrainte de
borne (kHNDP) consiste a déterminer un sous-graphe de G de poids minimum tel qu’entre chaque
paire de sommets {s,t} € D, il existe k chaines aréte-disjointes de longueur inférieure ou égale a L.

Le KHNDP trouve ses applications dans la conception de réseaux de télécommunications ou ’on
impose des contraintes de fiabilité et ou le routage du traffic doit étre effectué sur un nombre limité
de liaisons. Il est NP-difficile dans le cas général (voir Huygens et al. [3] pour L € {2,3} et |D| > 2).
Lorsque k > 2, L € {2,3} et |D| = 1, le probléme peut étre résolu en temps polynomial grace a un
algorithme de coupes (voir [1, 2, 4]).

Dans cet article, on considere le kHNDP d’un point de vue polyhédral dans le cas ou k& > 2,
L € {2,3} et |D| > 2. En particulier, nous montrons que la résolution du probléme se ramene a la
recherche de chemins arc-disjoints dans un ou plusieurs graphes orientés obtenus a partir du graphe
G. Nous introduisons de nouvelles formulations du probléme sous forme de programmes linéaires en
nombres entiers basées sur ces transformations et, pour chaque formulation, nous étudions le polyedre
associé. Nous introduisons des familles d’inégalités valides et présentons des algorithmes de coupes
et branchements ou de coupes, génération de colonnes et branchements pour résoudre le probleme
ainsi que des résultats expérimentaux.

2 Transformations de graphe et formulations du probleme

Soient G = (V, E), un graphe non orienté, D C V x V', et deux entiers k > 2 et L € {2,3}. Dans
cette section, nous introduisons deux transformations du graphe G en graphes orientés. La premiére,
appelée transformation séparée, est donnée comme suit.
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Soit {s,t} € D et Gy = (th,gst) le graphe orienté obtenu de la maniére suivante. Soit Ny =
V\ {s,t}, Ni; une copie de Ny and Vi = Ny UN{, U {s,t}. La copie dans N{; d'un sommet u € N
est notée u’. A chaque aréte e = st € E, on associe un arc (s,t) dans G de capacité 1. A chaque
aréte su € I (resp. vt € E), on associe dans G I'arc (s,u), u € Ng (resp. (v',t), v € Ng;) avec
une capacité 1. A chaque sommet u € V'\ {s, ¢}, on associe dans G& un arc (u,u’') avec une capacité
infinie. Enfin, si L = 3 on associe a chaque aréte uv € E \ {s,t}, deux arcs (u,v’) et (v,u’), avec
u,v € Ng and v/, v € N/, de capacité 1.

La seconde transformation de graphe, appelée transformation aggrégée, permet d’associer au graphe
G un seul graphe orienté G = (V, A) obtenu comme suit. On note par Sp (resp. 7p) 'ensemble des
sommets qui sont sources (resp. destinations) dans une demande. Soient N’ et N” deux copies de
I’ensemble de sommets V. On note par v et u” les sommets de N’ et N” correspondant & un sommets
weV.Soit V.=SpUN UN"UTp. Pour tout sommet u € V, on ajoute dans G un arc (u', u”).
Pour chaque demande {s,t} € D, avec s € Sp et t € Tp, on applique la procedure suivante.

i) Pour une aréte e = st, on ajoute dans G un arc (s, ') et un arc (¢/,t);
ii) Pour une aréte su € E, uw € V' \ {s,t}, on ajoute un arc (s,u’) dans G;
iii) Pour une aréte vt € E, v € V' \ {s,t}, on ajoute un arc (v”,t).

Si L = 3, pour chaque aréte e = uv € E, on ajoute deux arcs (u/,v”) and (v/,u”).

Théoréme 1 Soient G = (V,E), DCV xV, k>2et L€ {2,3}.
1. 1l existe une solution du kHNDP dans G si et seulement si le graphe ést contient k chemins
arc-disjoints pour tout {s,t} € D.
2. 1l existe une solution du kHNDP dans G si et seulement si le graphe G contient k chemins
arc-disjoints pour tout {s,t} € D.

Comme conséquence du théoreme 1, le kKHNDP peut étre modélisé sous forme de programmes
linéaires en nombres entiers basés respectivement sur les st-coupes (formulation par coupes), les flots
(formulation arc-sommets) et les chemins (formulation arc-chemins) dans les graphes orientés G,
pour tout {s,t} € D, et par une formulation basée sur les st-coupes dans le graphe C~¥, pour tout
{s,t} € D (formulation aggrégée).

Pour chaque formulation, nous introduisons des familles d’inégalités valides pour le polyedre as-
socié. Nous développons des algorithmes de coupes et branchements ou de coupes, génération de
colonnes et branchements pour le probleme et donnons des résultats expérimentaux.
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